Correction du DST n°3 (CB n°1)
16/12/25

Exercice 1

1. Pour tout = € [0;+o00[, x +1 > 1 > 0 donc In(x + 1) est bien défini et donc f1(z) est bien définie. De plus, z — x + 1
est dérivable et ne s’annule pas sur [0; +oo|, donc par composition z — In(z + 1) est dérivable sur [0; +00[ et enfin par

somme | f1 I'est aussi.

1
2. Pour tout = > 0, fi(x) = ] donc f{(0) =1 et f1(0) =14 1In(1) = 1. La tangente & la courbe représentative de C;
x

/

en 0 a pour équation y = f1(0)(z — 0) + f1(0), c’est & dire :

3. Pour tout z > 0, posons g(z) = fi(z) — (x+1) =1+ 1In(x + 1) — 2 — 1. g est dérivable sur [0; +oo[ comme somme de
fonctions qui le sont et :

1 —x
vz 20, gl(m):x—kl_l:x—kl

donc ¢'(z) < 0 pour tout > 0. On en déduit que g est décroissante et comme g(0) = 0 on a finalement :

Ve >0, g¢g(x) <0

d’ou :

Ve >0, fi(z)<z+1

c’est a dire que :

’ La courbe C; est en dessous de T sur I'intervalle [0; 4-o0]. ‘

4. Par composition et somme | lim fi(z) = +oo|
T—r+00

Pour tout x >0 on a :

fi(x) _ 1 n In(z+1)
X x X
_ 1 In(x) N In(1+1)
x X X

. . . Inz . . .
D’apres la propriété de croissances comparées, lim —— = 0, et par quotient, somme et composition : lim ln(l—i-l) =
r—+o00 I z—+00 x

In(1) = 0, donc par quotient et sommes de limites :

lim h(z)

T—r+00 X

=0

5. Soit p € N*. Pour tout > 0 on a f,(z) = 2 <= gp(z) = 0.

La fonction f, est dérivable sur [0; +o00[ pour les mémes raisons que f1, donc g, est dérivable sur [0; +-00] et pour tout
x>0ona:




Orp>letz>0doncz+p>0etxz+p—12>0etles deux inégalité sont strictes sur J0; +-00[. On en conclut que g,
est strictement croissante sur [0; +oo].

gp est continue (car dérivable) sur [0; +ool.

gp(0) = —f,(0) = —1, et en +00 comme on a : Vo >0, g,(z) == (1 - fpa(cﬂf)) et que lim Jy(@) =0 (de la méme

r——+00 x
fi(z)
x

facon que pour ), on en déduit que lim g,(x) = +o0.
T—r+00

On a donc 0 €]g,(0); IEIJIrloo gp(x)]. D’aprés un corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires, I’équation g,(z) =0

admet donc une unique solution sur l'intervalle ]0; +o00].

6. On sait que gp11(ap+1) = 0 donc :

apt1 —1—In(api1 +p+1)=0
Or gp(aps1) = apt1 — fplapt1) = apy1 — 1 —In(apr1 +p). On a apy1 +p < ap1 +p+ 1 done par croissance de In :
In(api1+p) < (api +p+1)

d’ou
—In(app1 +p > —In(aprr +p+1)

et donc

app1 — 1 —In(op1 +p) = i1 — 1 —In(apyr +p+1)

c’est a dire :

gp(apt1) >0

On en déduit que g,(ap+1) > 0 = gp(a,), et comme la fonction g, est strictement croissante sur [0; +oo[, intervalle
contenant oy, et apy1, on en déduit que api1 > oy, et ce quel que soit 'entier p € N*.

’La suite (ayp)p>1 est donc croissante.

7. Soit p € N*. Par définition de (a,)p>1 on a fp(ayp) = o, donc

1+ 1In(op +p) = ap
et comme a, > 0 on a ay, +p > p donc 1+ In(ay, + p) > 1+ In(p) ce qui donne bien : [a, > 1+ In(p) |

8. Comme lim (14 In(p)) = +oo on en déduit par comparaison que lim «, = +oc.
p—+o0 p—-+oo

9. (a) uz =g3(3) =3—1-1In(3+3) = 2—In(6). Comme 6 < e? d’aprés I’énoncé on a In(6) < In(e?) = 2 donc 2—1In(6) > 0,

on a donc bien : .

(b) Soit pe N*. On a :

Up+1 — Up = gp+1(p +1) = gp(p)
e l—1—n(p+2) — (p— 1 In(2p))

:1_ln(2p+2>
2p
1
:1—ln<1—|—>
p

1
Or,pourpzlonal+f§2<edoncln(1+%)§ln(e):1etdonc:upﬂfupz().
p

Ceci étant vrai pour tout entier p € N* on en conclut que (up)pen- est croissante et donc : |Vp > 3,u, > uz >0 ‘

10. Pour tout entier p supérieur ou égal a 3 on a g,(c,) = 0 et g,(p) > 0. Comme g, est strictement croissante sur [0; +o0],

intervalle contenant oy, et p, | on en déduit que o, < p. ‘




11.

12.

13.

14.

15.

Soit p > 3. Comme o, < pon a o, +p < 2p donc 1+ In(ay, + p) < 1+ In(2p). Par définition de o, on a :

ap =1+ 1n(ap + p)

donc on a bien :

‘ap <1 +ln(2p)‘

D’apres les questions 7 et 11 on a pour tout p > 3 :

1+1n(p) < ap <1+ 1n(2p)

donc
1+1In(p) < o, < 1+ 1In(2) + In(p)
et enfin :
1+ In(p) < ap < 1+1n(2) 41
p " In(p) = In(p)
1 14+ 1n(2
Par opérations sur les limites on a lim (14 2P) — im +7n() + 1) =1 donc par encadrement :
it 1) T Tay)
«
li P_—1
p=oo In(p)
c’est a dire :
O In(p)

Notons P(n) : v, existe et 1 < v, < 3.

« Initialisation : Comme vy = 1 donc vy existe et vy € [1, 3], P(1) est donc vraie.
o Hérédité : Supposons que P(n) soit vraie pour un certain entier naturel non nul n.

Alors v, > 1 donc v, +1 > 1 donc In(v, + 1) est bien définie et In(vy, + 1) > In(1) = 0. On en déduit que f1(vy)
est bien défini et f1(v,) > 1. De plus, In(v, +1) <In(3+1) =1In(4) < 2 donc 1 + In(v, + 1) < 3. On en conclut

que v,41 existe et v,41 € [1, 3].
¢ Conclusion : Par principe de récurrence on en conclut que pour tout n € N, v,, existe et v,, > 1

Pour tout réel z > 0 posons g(z) = « — In(1 + z). g est dérivable sur [0, +o00[ comme somme et composée de fonctions

T

1+ 1 +x
conclut que : Va > 0, g(z) > 0 c’est & dire que :

qui le sont et pour tout x >0, ¢'(z) =1 —

‘VﬂcZO, 1n(1+9c)§3:‘

Soient x et y dans [1, 3] tels que z < y. On a :

1+y
In(1 —In(1 =1
(1 +3) - n(1 + ) =t (52

> 0 donc g est croissante. Comme ¢(0) = —In(1) = 0 on en



16.

On en déduit d’apres I'inégalité de la question 14 que :

y-—rv _y—-<«
1+~ 2

In(1+y) —In(1+2) <

8

car pour tout = dans [1,3] on a > 1 donc

1
n < 3 Comme In est croissante on a In(1 + y) — In(1 + ) > 0 donc
x

tous les termes de l'inégalité précédente sont positifs, et donc :

1
[In(1+y) —In(1+2)| < §|y—$\

Dans le cas ot y < @, on a |In(1 +y) — In(1 + 2)| = In(1 + ) — In(1 + y) et il suffit d’inverser le role de z et y pour
retrouver :

IIn(1+y)—In(1+2z)|=In(1+2z)—In(l+y)

IA
|
0
\
N

carx—y >0

IN
DO =
B
|

=

IN
N —
<
|

8

on a donc bien :

1
Y(x,y) € [1,3]2, [In(1+y) —In(1+4+2)| < §\y —

Pour n =0, comme vg =1 et ag € [1,3] on a |vg — a1| < 2, on a donc bien :

0-1
1
lvo —aq] < <2>

1 n—1
Supposons maintenant qu’on ait |v, — a;| < (2> pour un certain entier naturel n. Alors, comme fi(a;) = ay par

définition, on a :

Uny1 — a1| = [ f(vn) — f(aa)]
=1+1In(v, +1) —1—In(ag + 1)

= |In(1 4+ v,) — In(1 + aq)]

< —|vp — aq] d’aprés la question précédente et car v, et oy sont dans [1, 3]

N[ —

IA

n—1
1 1
3 X (2> par hypotheése de récurrence

donc par principe de récurrence on en conclut qu’on a bien :

1 n—1
VneN, |u,—a] < (2)




n—-+oo 2 n—-+o0o

1 1 n—1
17. On a \§| < 1donc lim (> = 0 et donc par encadrement lim |v, —ay| =0.

Exercice 2
1. Pour tout entier n > 1, notons P(n) : « u, existe et u, > 1 »

 Initialisation : u; existe et u; > 1 par hypothése donc P(1) est vraie.

n
o Hérédité : Supposons que P(n) est vraie pour un certain entier n. Alors u, > 1 donc — est bien défini et
Uy,

n
— > 0donc up+1 > up > 1. On a montré que P(n + 1) est vraie.
Un,

e Conclusion : Par principe de récurrence on en conclut que ‘ pour tout n € N, u,, existe et u,, > 1.

n
2. On remarque que ug = 1+ % =2, puis uz =2+ % = 3, pour tout entier n > 1, si u,, = n alors up11 =n+—=n-+1.
n

On en conclut par récurrence que : |Vn > 1,u, =n|.

3. Pour tout entier n > 1 on a :

n
Uptl — Up = — >0
Up,

donc (u,) est strictement croissante. D’aprés une propriété du cours sur les suites croissantes, ou bien elle converge
vers un réel, ou bien elle tend vers +oo. Raisonnons par ’absurde et supposons qu’elle converge vers un réel £. Alors
£ > 1 par passage a la limite dans l'inégalité : Vn > 1, w, > 1.

D’une part on a lim w,y1 = ¢ par propriété.
n—-+oo

n
D’autre part on a lim (un + ) = +o0o par opérations sur les limites.
n—-+oo Uy,

Or ¢ # 400 ce qui contredit 'unicité de la limite. Contradiction, donc liIJIrl U, = +00.
n—-+oo

4. (a) Pour tout n>1ona:

Upt1 = Upy1 — N — 1

n
=U,+——n-—1
n

2
Uy, + 1N — Ny — Uy

Uy,
_ (up —n)(up — 1)
Uy,
= 'Unf(un)
en posant f(z) = 33; 1.
Up — 1

(b) Pour tout n € N, u,, > 1 donc 0 < u,, — 1 < u, et donc 0 < < 1. On en conclut par récurrence immédiate

Up,
que v, est positive. Ainsi, pour tout n € N, 0 < f(u,) < 1.
Comme v; = u; — 1 > 0 on a par récurrence immédiate : Vn € N, v, >0

De plus, pour tout entier n > 1, vp41 — Up = Unf(un) — vn = Vp(f(un) — 1) < 0 donc (v,,) est décroissante.

’ (vy) est décroissante et minorée par 0 donc (v,,) converge. ‘

_ . u 0 .
(¢) (vy,) converge vers une limite finie £. Comme pour tout n > 1, u, = v, +nona — = — +1let lim — =0
n n n—-+oo N

U
par quotient de limites. On en déduit que lim — =1 c’est a dire que :
n—+oco N

5



Exercice 3

1. Pour tout entier n > 1, on a

2n+3 (—1)k+1

~J
n—-+o0o

2n+1 (_1)k+1

R k=1 i k=1 h
(1t (—pys
(2n+3)2  (2n+2)?
1 1 . . .
= @1 3) — CEEIE car 2n + 4 est pair et 2n 4+ 3 impair
<0 car (2n + 2)% < (2n + 3)? par croissance de la fonction carrée

De méme, pour tout entier n > 1, on a :

2n+2 k41 2n k+1
(1) (1)
bror b= D g e

k=1 k=1
(zH3 (<12
(2n+2)2  (2n+1)2
1
(2n+1)2  (2n+2)2
>0 car (2n + 1) < (2n + 2)?

donc la suite (a,,) est décroissante et la suite (b,,) est croissante.

De plus, pour tout entier n > 1, on a :

2n+1 (_1)k+1 2n (_1)k+1

a”_b”:Z 2 _Z 2

k=1 k=1

(_1)2n+2
(2n+1)2

-
(2n+1)2

—0

n——+o0o

donc (a,) et (by,) sont des suites adjacentes.

2. D’aprés la propriété du cours sur les suites adjacentes, (ay) et (b,) convergent vers un méme réel £. Puisque (S2,41)n>1
et (S2n)n>1 convergent vers un méme réel ¢, on peut en déduire que la suite (S,,) converge également vers ce réel ¢
selon la propriété du cours sur les suites extraites des termes de rang pair et de rang impair.

Exercice 4

1. Pour tout entier naturel n, on a :



Un+2 = ln(un+2)

-n (o)
Un+1

=2In(u,) — In(tp41)

= —Upt1+ 2vp,
donc (vy,) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2.

2. L’équation caractéristique de la suite (v,,) est 72 = —r +2 <= 72 47 — 2 = 0, donc les solutions sont r = 1 et r = —2.
Il existe donc deux réels A et u tels que :

YneN, wv,=X+pux(-2)"

Comme vy = In(ug) = In(16) = 4In(2) et v1 =In(uy) =In(2) on a :

A+p = 4In(2) { 3u = 3In(2) p = In(2)
donc (L7 — Ly) donne donc
{ A2 = h@) ) A-2u = In(2) A = 3In(2) = In(s)

Ainsi :

VneN, v, =1In(8)+1In(2) x (—2)"
et :

Vn € N’ Up = ez _ eln(8) % eln(2)(72)n
donc

VTL S N, Uy = 8 X 2(72)7L
Probléme

1. La fonction x — xIn(b) est continue, et strictement monotone. Le sens de variation dépend du signe de In(b), donc de
sib>1oub<1.

Par composition avec la fonction exponentielle qui est continue et strictement croissante, on en déduit que x — b est
toujours continue et qu’elle est strictement croissante lorsque b > 1 et strictement décroissante lorsque b < 1.

2.Sib>1, lim zln(b) =+occet lim = —oo.
r—+o0 T——00

Si b < 1, c’est 'inverse.

On en déduit que sib>1lona:
lim b* = +oo et lim * =0
T—+00 T——00
et quesib<1lona:
lim »* =0 et lim " =400
x—+00 T—r—00

dans tous les cas, tout réel strictement positif y est compris entre lim b* et lim b, et la fonction x — b* est

li
T——00 T—+00
continue et strictement monotone sur R, donc d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires il existe un réel x unique
tel que b* = y.
3. On a pour tout x € R et tout y > 0 :



folz) =y =" =y
< z1n(b) = In(y) par injectivité de In
In
)
In(b)
In
donc le nombre x = ﬁ vérifie bien fy(x) = y (et ce raisonnement montre aussi qu’il est unique).
n
Inz
4. La fonction x — In(x) est continue et strictement croissante sur ]0; +ool, donc la fonction = — ™ I'est aussi, et elle
n
est strictement croissante si In(b) > 0 c’est a dire si b > 1 et strictement décroissante si b < 1.
5. Par limite usuelle et produit de limite on a lim logy(z) = 4ocosib>1et lim log,(xz) = —oosib < 1.
T—r+00 r—+00

6. Pour tous réels z et y strictement positifs on a :

In(xy Inz+Iny Inz Iny
oz (a1) = Tt = I o (@) + logy (0)

Inb  Inb  1Inb

= log, (z) — log,(y)

x In(z/y) Inz—Iny
1 — = =
o8b ( ) Inb Inb

In(l/2) —Inz
1

= = —log;(x)

logy(1/2) = ——= b

In(e?™*)  ylnz

log; (z¥) = log,, (e¥ IM) = b b ylogy(y)
7. Pour tout réel x strictement positif :
Inx Inz
log,(z) + log,(z) = w5 na

_ Inalnz +Inblnz

In(a) In(b)
_ In(z)(lna +1Inb)
~ In(a)In(b)
_ In(z) In(ab)
~ In(a) In(b)
8. (a) 243 =3 x 81 = 3 x 92 = 35 donc log,(243) = 5.
(b) log,(1/16) = log,(27%) = —4
(c) og5(625) = log, (5%) = 4
(d) log 5(e™?) =log 5(((ve)*)~?) =log &((Ve) %) = —6
9. Pour tout réels strictement positifs a, b et k on a :
M (ka, kb) = ka;kb =k x “;Fb = kMa(a,b)

et

Mg (ka, kb) = Vkakb = Vk2ab = kvV/ab = kMg(a, b)



10.

11.

12.

etsia#b:

B kb —ka Ckx b—a
~ In(k) +In(b) — In(k) — In(a) Inb—Ilna

M (ka, kb) = kM (a,b)

et si a = b, Mp(ka, kb) = ka = kMp(a,b).
Dans les trois cas on a bien M (ka, kb) = kM (a, b).

Pour tous réels strictement positifs a et b on a :

Ina+1Inb _

5 My(lna,Inbd)

In(Mg(a,b)) = In(vVab) = %ln(ab) =

Pour tous réels x et y strictement positifs, on a : (x — y)? > 0, d’ott en développant :
224+ 9% =22y >0
c’est a dire

2 2
xygx —;—y

On en déduit que pour tous réels strictement positifs a et b, en posant x = /a et y = Vb on a d’apres l'inégalité
précédente :

2 2
\/ax\/gé\/afﬂ/g

c’est a dire :

\/%Sa;—b

donc on a bien :

’MG(aJy) < Mu(a,b) \

1 z-1
(a) On pose g(z) = x—1—1Inz. g est dérivable sur ]0; +ool et ¢'(2) =1— — = donc g est croissante sur ]0; 1] et
x x
décroissante sur |1; +o00[. Elle atteint donc son maximum en 1 et ce maximum vaut g(1) = 0, donc g est négative

sur |0; +00[. On a donc bien :

’Va:>(), lnxgx—l‘

(b) On a:
_ b—a  a(b/a—1)
Me(a,b) = e = "))
et
My (a,b) b(1—a/b) b 1-4¢

In(b/a) " —In(a/b)

b b
(¢) Comme0<a<bona—>1donc—-—1>0.
a a

b
De plus, In(b/a) < i 1 d’apres la question 12(a), donc, comme In(b/a) > 0 :
b/a—1 -
In(b/a) —
b/a—1
> <M .
et donc a x n(b/a) = a, donc a < My (a,b)



l—a/b 1—a/b

De la méme fagon, My (a,b) = b x n(b/a) b x “Tn(a/b) et comme In(a/b) < ¢ —1 on a, comme In(a/b) <0 :
4
b 1
In(a/b) —
donc “
'3
<1
—1In(a/b) ~
et on trouve bien :
M b)=bx ——= <
p(ab) =bx oy <

donc finalement on a bien :

‘aSML(a,b) Sb‘

(a) Posons g(y) = 2ylny — y? + 1. g est dérivable sur [1;+oo] et :

Vy>1, ¢'(y)=2lny+2-2y
=2(ny+1-y)
Or d’apres la question 12.(a) on a In(y) < y — 1 donc In(y) + 1 — y < 0. La fonction g est donc décroissante sur
[1; +00] et comme g(1) = 0 elle est négative sur [1;+oo].

On a donc
Vy>1, 2ylny—y*+1<0

c’est & dire, comme In(y) > 0 pour y > 1 :

2
y -1
Yy > 1, <
4 v= 2lny

(b) On en déduit que pour tout x > 1 en posant y = /z on a y > 1 donc d’apres la question précédente :

b
(¢) En posant £ = — on a donc :
a

b
\/€< o ' ba-1
a ~ In(b/a) Inb-—Ina

b — —
P b—Ina

et en multipliant par a on obtient

(d) On raisonne par équivalence :

2
<\/c§+\@> <a+b<:>a+b+2\/%<a+b
2 - 2 4 -2

“— a+b+2vVab < 2a+ 2b
= a+b—2Vab>0

— (Va—-Vb)?>0

or cette derniere inégalité est toujours vraie donc la premiere aussi.

10



-1
(e) Posons comme indiqué g(y) = In(y) — QL—i—l' g est dérivable sur [1;+o0] et :
Y

1 y+1—(y—1)
Yy>1, ¢(y)=--20— 27
y 9'(y) ; T 12

(y+1)* —4y
y(y +1)2

-2+l

y(y +1)2

 (y—1)?
y(y +1)2

donc ¢'(y) > 0 et g est croissante sur [1;+o00[. Comme g(1) = 0 on en déduit que g est positive et donc que :

y—1
Vy>1, 27— <In
Y 1o Y

En multipliant de chaque c6té par 1(y + 1)? on obtient donc

2 2
y -1 _(+1

Yy > 1
y=5 T =Ty

Iny

d’olt, comme In(y) > 0,

2 2
y —1 y+1
Yy >1 <
4 ’ 21ny_< 2 >

Pour tout réel = strictement supérieur & 1, on a donc, en posant y = /x et d’aprés 'inégalité précédente :

e < (5

c’est a dire

x_1<<1+ﬁ)2

Inx 2

b
(f) En posant £ = — on en déduit que :
a

b1 _(1+ 0\
In(b/a) — 2

puis en multipliant par a = (y/a)? > 0 de chaque coté :

Inb—1Ina — 2

e () - (5)
2

2
b b
On a donc bien My, (a,b) < (W) < % d’apres la question 13.(d), d’ou le résultat voulu. En conclusion

on a bien

| Mg (a,b) < My (a,b) < Ma(a,b) |

14. D’apres la définition de S, on a :

11



s = (75=5) =*7"

bfl _ .1 —1/2
S-1(a,b) = (a—Z)

_ a—>b
S\ 1/b—1/a

a—b
a—b
ab

= Vab

donc on a bien Sy(a,b) = Ma(a,b) et S_1(a,b) = Mg(a,b) |

15. Soit p un réel différent de 0 et de 1 et a et b deux réels strictement positifs distincts.

et

P — qP 1/(p—1)
Sp(a‘ab) = (p(b— a))

= (%)1/@1)

aP 1/(p—1) (b/a)p—l 1/(p—-1)
=) ()
b

16. En posant f(z) = () = e?In(b/a) on a f dérivable sur R et : Vo € R,  f'(z) = In(b/a) e*"(*/9) En particulier, f
a

b
est dérivable en 0 et f'(0) = In (a>' On en déduit la limite suivante, par définition :

1y 1O =IO, ()

p—0 p a

17. Pour tout réel p différent de 0 et 1, on a

(2520 e (2

et par produit et composition de limites lorsque p tend vers 0 on a :

1 1

1/(p—1)
) = exp(—In(In(b/a))) = In(b/a) - In(b) — In(a)

lim
p—0

(@MV—l
p
d’autre part, on a

aP 1/(p—1) 1 | eplna
() e (0)

donc par opérations et composition de limites, lorsque p tend vers 0 on a :

p—0

ap \ /(=1
lim <b — a> =exp(—In(1/(b—a))) =exp(ln(b—a)) =b—a

12



donc finalement par produit de limites on a bien :

gil)% Sp(a,b) = (b—a)

1 b—

“nb—_Ina Inb—
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